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1. Indique cotas superiores para las siguientes relaciones de recurrencia usando técnicas generales,
pero no use el Teorema Maestro. Muestre todo su trabajo.

a) T(n)=T(2)+T(E)+n
R: Usando el método de substitucién, adivinamos que una cota superior para T'(n) es
O(nlnn). Entonces suponemos que T'(n) < cnlnn para alguna c. Substituyendo nuestra
adivinanza en la recurrencia tenemos:

T(n) < c(5)n(f )+C( ) (o) +
= ¢(2)(Inn—m(9)) +c(3) (ln(8n In(9)) +n
= g(nlnn—nln( )—|—8nln(8n) —8nIn(9)) +n
= §(mnn—nlIn(9) +8nIn(8) + 8nlnn — 8nn(9)) +n
= §(9nlnn +n(8In(8) —91In(9))) +n
= §Onlnn —kn)+n donde k= —(8In(8) —9In(9)) = 4.529...
= cnlnn—%clm—i—n
< ecnlnn sic>m

O(nlnn).

Esto se cumple para cualquier ¢ > m ~ 1.987, en particular tomamos ¢ = 2.
Ahora sélo nos falta ver nuestro caso base. Asumimos sin perder generalidad que 7'(1) = 1,
ya que aunque es posible que no sea exactamente 1, si es un tiempo constante. De igual
forma, suponemos que 7'(0) = 0.

Entonces tenemos que

T(2):T<§>+T<196>+2:T(O)+T(1)+2:0+1+2:3.

Y como 2In2 = 2, nuestra ¢ = 2 de arriba cumple que c2In2 = ¢2 = 4 > 3, y entonces
nuestra ¢ funciona para el caso base porque se cumple que

T(2) <c2In2.

Por lo tanto, T'(n) = O(nlnn).
b) T(n)=2T(n—2)+n
R: Usando de nuevo el método de la substitucién; adivinamos que una cota para T'(n) es

O(n?). Para demostrarlo, sustituimos nuestra adivinanza en la recursién, pero de la forma
c(n — b)? con b fija (porque c(n — b)? = O(n?)):



T(n) < 2c((n—0)2-2)+n
= 2c(n?—-2bn+b*-2)+n
= 2cn? —4ben 4 2¢b® —4c+n
< 2cn2paraCZﬁyb<\/§

O(n?).

Esto se cumple si ¢ > % y b < v/2; en particular tomamos b =1 < V2yc=1> %.
Ahora nos falta ver nuestro caso base. Asumimos sin perder generalidad que T(1) =1y

que T'(0) = 0. Entonces tenemos que T'(2) = 27(2 — 2) + 2 = 27(0) + 2 = 2, y cumple que
T(2)=2<2c(2-0)?+2=22-1>%*+2=4.

Y por lo tanto T'(n) = O(n?).
T(n) =T(%)+1
R: De nuevo, por el método de substitucién, adivinamos que una cota para T'(n) es Inn,

asi que asumimos que T'(n) < clnn para alguna ¢ > 0, y lo comprobamos sustituyendo en
la recurrencia nuestra adivinanza:

T(n) < cln (%”) +1
= ¢(In(2)+Inn—-In(3))+1
= clnn+cln(2) —cln(3) +1
< clnn para c > m
= O(lnn).
Esto se cumple para cualquier ¢ > m ~ 1.709; en particular tomamos ¢ = 2. Ahora

sélo nos falta ver nuestro caso base. Sin perder generalidad asumimos 7'(1) =1y 7(0) = 0,
y vemos que T(2) = T(3)+ 1 =T(1) + 1 = 2, y se cumple que

T(2) =2<cln(2) =2.

Y por lo tanto T'(n) = O(Inn).
T(n)=T(y/n)+1Inn
R: Usando de nuevo el método de la substitucién; adivinamos que una cota para T'(n)

es O(Inn). Asumimos que T'(n) < clnn para alguna ¢, y lo comprobamos reemplazando
nuestra adivinanza en la recurrencia; pero lo haremos de la forma (¢ — b) Inn para alguna

b (porque (¢ —b)Inn = O(lnn)):
T(n) cln(y/n) +Inn

clnn—blnn+1Inn

clnnsib=1

= O(lnn).

A IA

Esto se cumple para cualquier ¢ positiva si b = 1; en particular tomamos ¢ = 4y b = 1.
Ahora nos fal nuestro caso base. Sin perder generalidad asumimos que T'(1) =1y 7'(0) = 0.
Para n = 2 tenemos que T(2) = T(v/2) + In(2) = T(1) + 1 = 2, y esto cumple que

T@)=2<(c—bn(2) =4—1)=3.

Y por tanto T'(n) = O(Inn).



n
Encuentre una férmula simple para P(n) = 2(22 —1).
i=1

R: Vemos los primeros nueve resultados para darnos una idea de cémo debe ser la férmula:

n [1[2]3[4][5[6]7[8]9
P(n) [1]4]9[16 25|36 |41 |64 |81

Inmediatamente parece que una férmula posible es P(n) = n2. Asi que lo demostraremos por
induccién sobre n:

e Caso base: para n = 1, tenemos que

1

Pl)=> (2i-1)=2-1=1=1%

i=1
Por lo tanto, se comple para n = 1.

e Hipodtesis de induccién: suponemos que para n < k se cumple que

k

P(k)=> (2i—1) =k

i=1
e Por demostrar que para n = k + 1 tenemos que
k+1
Pk+1)=> (2i—1)=(k+ 1)

i=1

Podemos descomponer P(k + 1) como sigue:

k+1 k
Plk+1)=) (2i-1)=> (2i— 1)+ 2(k+1) — 1) = P(k) + (2(k + 1) — 1).
=1 =1

Entonces, ya que por hipdtesis de induccién tenemos que P(k) = k2, se sigue que
Pk+1)=Pk)+ 2k +1)—1)=k*+ 2k +2-1) =k + 2k + 1 = (k + 1)

Por lo tanto, la férmula sencilla para P(n) es
P(n) =n?.

Pruebe que un arbol con raiz con al menos n vértices terminales en el cual cada vértice no
terminal tiene a lo méds tres hijos tiene una altura de al menos logs(n).

R: Vamos a definir un drbol ternario completo de la siguiente forma: un arbol ternario completo
es un arbol donde cada vértice no terminal tiene exactamente tres hijos, y donde todas las hojas
estan al mismo nivel.

El arbol ternario completo de altura tres es:



Vamos a demostrar que un arbol ternario completo de altura h tiene exactamente 3" vértices
terminales; o lo que es equivalente, que si un arbol ternario completo tiene k vértices terminales,
entonces su altura es exactamente logs (k).

Por induccion sobre la altura del arbol:

e Caso base: el arbol con altura n = 0, el que tiene un unico vértice, es un arbol ternario
completo: todos sus vértices no terminales tienen tres hijos (se cumple por vacuidad), y
todas sus hojas (una) estdan al mismo nivel.

En el caso en que la altura es cero, tenemos que el niimero de vértices terminales es uno, y
30 =1, asf que se cumple para el caso base.

e Hipodtesis de induccién: para un arbol ternario completo de altura n = k, su nimero de
vértices terminales es exactamente 3%.

e Por demostrar que si la altura de un arbol T' ternario completo es n = k + 1, entonces su
nimero de vértices terminales es exactamente 3%t1,
Como T es un arbol ternario completo, todos sus vértices terminales estan al mismo nivel.
Si le quitamos a T todos sus vértices terminales, entonces terminamos con un drbol 77 de
altura k, que tiene 3* vértices terminales por nuestra hipétesis de induccién.
Pero en T los vértices terminales de T’ no son terminales, y por tanto tiene cada uno de
ellos tres hijos (porque 7" es ternario completo), y esos hijos son los vértices terminales de
T: por lo tanto, el niimero de vértices terminales en 1" es

3 x 3k = gkl

Entonces todo &rbol ternario completo de altura h tiene 3" vértices terminales. Es evidente que
también funciona al revés: todo arbol ternario completo con k vértices terminales tiene una
altura de logs (k).

Evidentemente a un arbol ternario completo no podemos quitarle o anadirle vértices sin que deje
de serlo; la tinica forma es quitar todos los vértices terminales, o afiadirle tres vértices terminales
a cada vértice terminal.

Con estas bases, ya podemos demostrar lo que nos piden. Por induccién sobre el nimero n de
vértices terminales:

e Para n = 1, cuando tenemos un arbol de altura cero, cumple que cada vértice no terminal
tiene a lo mds tres hijos (por vacuidad). Entonces su altura es al menos logs(1) = 0, y por
lo tanto cumple.

e Hipodtesis de induccién: si tenemos un arbol con n = k vértices terminales, en el cual cada
vértice no terminal tiene a lo mas tres hijos, se cumple que su altura es de al menos log; (k).



e Por demostrar que si tenemos un arbol con n = k + 1 vértices terminales, en el cual

cada vértice no terminal tiene a lo més tres hijos, se cumple que su altura es de al menos
logs(k + 1).

Si le quitamos al arbol un vértice terminal, entonces tendra k vértices terminales, y por
hipétesis de induccién su altura serd de al menos logs(k). Lo que queremos ver es: cudndo
al volver a poner el vértice terminal que le quitamos la altura se queda se igual, porque
es el tnico caso en el que podria fallar que la altura no fuera mayor o igual a logs(k + 1).
Todos los casos donde al regresar el vértice aumente la altura los descartamos, porque esos
ya cumplen que su altura sea mayor o igual a logs(k + 1), ya que siempre se cumple que

sik>1.

Supongamos entonces que al regresar el vértice que habiamos quitado, la altura permanece
igual. Pero esto sélo es posible si el d&rbol que no tenia el vértice no era ternario completo; y
entonces el nimero de vértices terminales que tenia no era de la forma 3? para algtin entero
i. Pero entonces (y esto es lo importante), tenemos que

[logs (k)| = [logs(k + 1)].

Y entonces se cumple que la altura del drbol es de al menos logs(k + 1).

4. Sean f(n)y g(n) funciones asintéticamente positivas. Pruebe o contradiga lo siguente:

a)

f(n) = O(g(n)) implica g(n) = O(f(n))

R: f(n) = O(g(n)) quiere decir que existen ¢ una constante y n € N tales que 0 < f(n) <
cg(n) si n > k. Obviamente, ¢ # 0.

Supongamos que a partir de esto podemos afirmar que g(n) = O(f(n)). Eso significarfa que
existen ¢’ constante y k' € N tales que 0 < g(n) < ' f(n) sin > k.

De

0< f(n) <cg(n)

i -1
tenemos que (si hacemos d = )

y usando

llegamos a que

0 < df(n) < g(n) < ' f(n).

Pero esto sdlo ocurre si f(n) = ©(g(n)), y obviamente es falso si f(n) =ny g(n) = n?



b)  f(n)+g(n) = ©(min(f(n),g(n)))
R: Si f(n) + g(n) = ©(min(f(n),g(n))), entonces existen constantes c1 y ¢z, y k > 0 tales
que

crmin(f(n), g(n)) < f(n) + g(n) < camin(f(n), g(n)) sin > k.

Ahora, o bien min(f(n),g(n)) = f(n), o bien min(f(n),g(n)) = g(n). En el primer caso
tendriamos que

c1f(n) < f(n)+g(n) <caf(n) sin>k.

Si damos f(n) = ny g(n) = n?, es obvio que no se cumple. Es andlogo cuando min(f(n), g(n))

g(n); por lo tanto, no es cierto.
c) f(n)+o(f(n)) =0(f(n))
R: Si f(n) 4+ o(f(n)) = ©(f(n)), entonces existen constantes c; y ¢z, y k > 0 tales que

cf(n) < f(n)+o(f(n) < c2f(n).
La definicién de o dice:
o(f(n))={gn)|Ve>0, Tk >0tal que 0 <g(n) <cf(n)vn>k}.

Sea g(n) = o(f(n)), cualquier funcién en el conjunto o(f(n)). Si tomamos cualquier ¢ > 0,
tenemos entonces que se cumple

0<g(n) <ecf(n)

a partir de alguna k. Si sumamos f(n) en cada parte de la desigualdad tenemos

f(n) < f(n)+g(n) = f(n)+o(f(n)) < f(n)+cf(n) = (c+1)(f(n).

Asi que con cualquier ¢ > 0, tenemos

f(n) < f(n) +o(f(n)) < (c+1)(f(n)),

y por tanto podemos tomar ¢; = 1 y co = ¢+ 1. De donde tenemos que si es cierto que

f(n) +o(f(n)) = o(f(n))-

Dado un arreglo A de n numeros, queremos contestar la siguiente pregunta: ;hay un elemento
x que aparezca al menos 7 veces en A7 Encuentre un algoritmo de tiempo lineal que responda
esta pregunta. Pruebe la correctez y tiempo de ejecucion de su algoritmo.

R: Platicamos el algoritmo antes de presentarlo formalmente. Supongamos que el arreglo A
estd ordenado; entonces todos los elementos que aparezcan repetidos estan juntos. Si existe un
elemento que aparezca 5 veces en A, entonces cubre un rango que es mayor o igual que 3. Por lo
tanto, o bien dicho elemento ocurre en A[%], o bien en A[ 2y, 0 bien en A, (tenemos que cubrir

este caso si n # 3k para alguna k).

Entonces, sin necesidad de ordenar A, tomamos el 3-ésimo elemento, el 27"—ésimo elemento, y

el elemento maximo, y comprobamos cada uno para ver si ocurre 5 veces. Buscar el k-ésimo

elemento de un arreglo como si estuviera ordenado nos toma tiempo lineal, y lo hacemos exacta-
mente dos veces. Buscar el maximo elemento nos toma tiempo n. Y Después es revisar si alguno
n

de los tres aparece % veces, lo cual nos toma 3n. Por lo tanto el algoritmo tiene tiempo O(n).

El algoritmo seria



1: procedure THREE-TIMES(A,n)
2: c1 «—KTH-ELEMENT(A4,| 2])
3: ca —KTH-ELEMENT(A,[ 22 ])
4: c3 «—MAX-ELEMENT(A)

5: county) < 0, countg < 0, countz) < 0
6: for i — 1 ton do

7 if A[i] = c; then

8: countpy) « countp + 1
9: if A[i] = ¢y then

10: countpg) +— countpg + 1
11: if A[i] = C3 then

12: count(g) < count(z + 1
13: if count;;) > | %] then

14: return c;

15: if countjgy) > | 5] then

16: return cs

17: if counts) > | ] then

18: return cs

19: return nil

Donde KTH-ELEMENT(A,k) nos regresa (en tiempo lineal) el k-ésimo elemento de A si estuvieran
ordenados de mayor a menor. El algoritmo funciona porque no es posible que si un elemento
aparece 7 0 Mds veces entonces no ocurra en el g-ésimo elemento, o en el g-ésimo elemento, o
en el mayor elemento. El algoritmo es lineal porque ejecuta sélo algoritmos lineales sin anidarlos

en ningin momento.

(Closest sum) Suponga que le es dada una lista de n enteros {z1,...,x,}, y otro entero y. El
problema es encontrar dos elementos x; y x; tales que x; + x; < y y tales que su suma sea lo
més grande posible. De un algoritmo con tiempo O(nlnn) que resuelva este problema.

R: Platicamos primero el problema antes de presentarlo formalmente. Ordenamos en un arreglo
A nuestra lista de n enteros; esto nos toma ©(nlnn). Nuestros elementos Afy), Ajg), ..., Apy
entonces estdn en orden de menor a mayor. Ya ordenados los elementos, tomamos Ap) y lo
sumamos con A[%}; si el resultado es menor que y, entonces sumamos Ay con A any; si es mayor,
con A[%]. Lo que estamos haciendo es una busqueda binaria del elemento de A que, sumado con
Ay, esté maés cerca de y.

Esto nos toma O(Inn) (porque como lo haremos serd buscar en subarreglos de A hasta llegar a
un subarreglo de tamano 1), y tenemos que hacerlo en todos los elementos de A, asi que en total
nos llevard ©(nlnn), que no nos empeora el ©(nlnn) que tardamos en ordenar el arreglo.

1: procedure CLOSEST-SUM(L,y)
2: n < LENGTH(L)

3 A «— TOARRAY(L)

4: QUICKSORT(A,n)

5: dif f < oo
6.
7
8

Ty < — 1

: for i — 1 to n do
9: ti — A[i]
10: j < CLOSEST(A,0,n,ti,y)
11: tj «— Ay
12: ify—ti+t;>0and y—1t; +t; <diff then
13: Ti —t;
14: Tj — tj
15: diff —y—x +zj
16: return y, ; y x;



7.

1:
2
3
4:
5:
6.
7
8
9

procedure CLOSEST(A,ini,end,z;,y)

if ini = end then

return in?
middle «— ini +
Tj A[middle]
if ; +2; <y then

return CLOSEST(A, middle + 1, end, x;,y)
else

return CLOSEST(A, ini, middle, z;,y)

end—ini
2

El algoritmo puede optimizarse en algunas partes, pero esta versién cumple que es ©(nlnn).

a)

Se le da un conjunto S de n nimeros reales. Quiere preprocesar esta entrada para que
pueda contestar consultas del tipo: jcudntos elementos en S caen en el rango [a,...,b|7
(donde a y b son numeros reales), tan rdpido como sea posible. De un preprocesado y un
algoritmo para contestar las consultas. Justifique la correctez y el tiempo de ejecucién de
sus algoritmos.

R: El preprocesado es simple; hay que ordenar los elementos de S en un arreglo A. Esto
nos toma O(nlnn).

El algoritmo de consulta es bastante sencillo; hacemos una busqueda binaria en A del
elemento Ap;) mds cercano a a que le sea mayor o igual, y una biisqueda binaria del elemento
Apj) més cercano a b que le sea menor o igual. El que los elementos de A sean reales no
importa; la bisqueda binaria sirve ahi. La respuesta a la consulta es j — 7 + 1.

Cada una de las dos biisquedas binarias nos toma O(Inn), asi que el algoritmo de consulta
es también O(Inn).

El algoritmo es trivialmente correcto; el arreglo A estd en orden, asi que todos los elementos
a partir de Ap;) son mayores que a (con A con la posibilidad de que sea igual), y todos los
anteriores son menores. De igual forma todos los elementos antes de Ay (incluyéndolo) son
menores que b (con Ap;) con la posibilidad de que sea igual), y todos los que le siguen son
mayores. Asi que todos los elementos de A (y por tanto de S) ente i y j (inclusive) estdn
en el rango [a,...,b], y el total de elementos en el rango es justamente j — i + 1.

Ahora suponga que le es dado un conjunto S que contiene n enteros en el rango [1,...,k].
De nuevo quiere preprocesar S para responder la misma pregunta de antes (a y b pueden ser
todavia niimeros reales). jPodemos hacerlo mejor en este caso? De nuevo de algoritmos para
preprocesar y para contestar las consultas, justificando su correctez y tiempo de ejecucion.

R: Podemos mejorarlo bastante si los elementos son enteros. Ahora ademés de ordenar A,
creamos un arreglo R de tamano k, donde la entrada Rp; serd el nimero de elementos
que hay en el rango [1, Af;)]. Llenar el arreglo R nos toma tiempo k, utilizando el siguiente
algoritmo (con A ya ordenado)
1: procedure GET-R(A,n,k)
2: if Ajjp =1 then
Ry 1
else
Ry <0
last «+ Ap
for i — 2 to n do
for j < last+1 to A — 1 do
Ryj) — Ryj—q
10: R[A[i]] — R[A[i]*ll +1
11: return R



Cada Ry;) es asignado exactamente una vez, con 1 < i < k; por lo tanto su tiempo de
ejecucién es O(k).

El algoritmo de consulta entonces es sencillamente calcular R;); — R4 (el nimero de
elementos en A hasta el entero méas grande menor o igual que b, menos el nimero de
elementos hasta el entero mas pequeno mayor o igual que a).

Por lo tanto, con un preprocesado de tiempo O(n Inn+k), obtenemos un tiempo de consulta
de O(1). Evidentemente, esto es imposible de hacer si los elementos de A son reales.

Un palfs tiene soélo tres distintos tipos de monedas: 1 centavo, 5 centavos y 6 centavos. Queremos
saber cual es el minimo nimero de monedas que podemos usar si queremos pagar por algo que
cuesta n centavos. De un algoritmo eficiente que tome un entero n como entrada y nos regrese
el conjunto minimo de monedas que tenga el valor de n exactamente. Analice los requerimientos
de tiempo y espacio para su algoritmo. Pruebe la correctez de su algoritmo.

R: Platicamos el algoritmo antes de presentarlo formalmente. Vamos utilizar un arreglo C[y .,
en el cual la entrada C;) nos dird el minimo de monedas que necesitamos para tener ¢ centavos.

La idea es la siguiente; evidentemente C|;; = 1. Ahora supongamos que queremos saber el valor
para Cp; teniendo ;) para j < i. Para C}; necesitamos mas centavos que para cualquiera
de las anteriores entradas, pero queremos agregar el menor nimero posible de monedas; asi que
intentamos todas las posibilidades. En general, si para C; agregamos una moneda de k centavos,
entonces ahora necesitamos saber el minimo niimero de monedas que necesitamos para juntar
i — k centavos; pero esa solucién la tenemos en C;_g.

Entonces la férmula para Cf;) estd dada por

C’m =1+ min {C[i_ﬁ], C[Z-_5], C[i—l]} .

Ahora, nos piden el conjunto de monedas, no sélo cudntas son; entonces llevaremos otro arreglo
(que llamaremos D), en donde pondremos en la entrada Dj; qué moneda agregamos para juntar
i centavos. El algoritmo quedaria de la siguiente forma:

1: procedure CALCULATE-CHANGE(n)

2 M[l] — 17 M[g] — 57 M[g] — 6

3 for i — 1 ton do

4 C[i] — OO0

5: for j — 1 to 3 do

6: if i > M[j] and 1+ C[i,JV[[j]] < C[i] then
7 Clyp 1+ C[FM[J-]]

8 Dpy) = My,

9 return Cy D

Ya con C'y D, podemos imprimir el conjunto de monedas de la siguiente forma: si Dy, es k,
entonces utilizamos una moneda de k centavos, y sacamos el resto a partir de Dy, _y).

1: procedure PRINT-CHANGE(D,n)
2 while n > 0 do

3: print(Dy,))

4: n<—n— D[n]

El algoritmo es obviamente O(n) (porque el for anidado ejecuta un nimero constante de ciclos).



10.

Nos dan un conjunto de ciudades ci,c¢a,..., ¢y, y una tabla Dy n.1..n tal que Dy es la
longitud de la carretera de ¢; a ¢; (este valor puede ser oo si no existe una carretera entre las dos
ciudades). De un algoritmo eficiente que calcule la ruta mas corta posible de la ciudad ¢; a ¢,
que no pase mas de k ciudades. Justifique la correctez de su algoritmo y su tiempo de ejecucion.

R: Platicamos el algoritmo antes de presentarlo formalmente. Usaremos programacién dindmica
por la siguiente razon; si sabemos la ruta mas corta que no pase por mas de k — 1 ciudades entre
c1 y cualquier otra ciudad, entonces la ruta mas corta que no pase por mas de k ciudades entre
€1y ¢, estd dada por el minimo de la distancia entre ¢; y alguna ¢;, mas la distancia entre ¢; y
Cj.

En un arreglo C' guardaremos en CY; ;) la distancia mds corta entre c¢1 y ¢; que no pase por mas
de i otras ciudades. Evidentemente, Cjg; = Dy para 1 < i < n, porque para ir de ¢; a ¢;
pasando por otras cero ciudades, pues es sélo ir de ¢1 a ¢;. Para calcular CY; ; haremos

Clij) = min{c[i—l,k] + D[k7ﬂ|k =1,...,n}.

La longitud de la ruta més corta entre ¢1 y ¢, que no pase por mas de k otras ciudades quedaria
entonces en la entrada Clg ).

Ahora, el problema pide que demos la ruta, no sélo su longitud, asi que necesitamos guardar
también los predecesores (de qué ciudad venimos). Esto lo haremos en un arreglo P, donde P; ;)
serd la ciudad que tomamos para llegar a c; pasando por 7 otras ciudades.

El algoritmo quedaria como sigue:

1: procedure CITY-ROUTE(D,k)

2 for i — 1 ton do

3 Clo,i) = D

4 for i — 1 to k do

5: for j — 1 ton do

6: max «— 0

7 pred «— —1

8: for [ — 1 ton do

9: if Cp—1,y + Dy, ;) > maz then
10: max <« C[i—l,l] + D[l’j]
11: pred «— 1
12: Cli,j) < max
13: P 4 < pred

14: return C'y P
El algoritmo es trivialmente O(kn?).

El profesor Preparata es consultor para una compania de tecnologia que necesita poner una red
para conectar un conjunto de n maquinas. Un cable principal se tenderd de este a oeste a lo
largo de una paralela, y cada maquina estara conectada al cable principal a través del camino
més corto (ya sea al norte o sur de un meridiano), como se muestra en la figura. Dadas las
coordenadas x y y, jcémo debe el profesor escoger la ordinal éptima de el cable principal (la que
minimice el total de cable usado para conectar las maquinas al cable principal, esto es la suma

n
Z d[i})? Pruebe que la localizacion éptima puede determinarse en tiempo lineal.
i=1
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R: Dado que el cable principal se tiende de este a oeste a lo largo de una paralela, esto nos
restringe bastante el problema. La posicién éptima del cable tiene que ser de tal forma que
n

deje 5§ mdquinas al norte del cable, y § maquinas al sur del cable, con una posible maquina

directamente sobre el cable, si n es impar.

Si el cable no parte en dos conjuntos del mismo tamano a las médquinas, entonces siempre
podemos reducir la cantidad de cable usado subiéndolo (si es que el nimero de maquinas al sur
es menor al nimero de méquinas al norte), o bien bajiandolo (si ocurre lo contrario). Esto s6lo
deja de ocurrir cuando el cable parte en dos conjuntos del mismo tamafo a las n maquinas, con
a lo mas una quedando justo sobre el cable si n es impar.

Entonces nuestro algoritmo serfa: si n es par, buscar el 5-ésimo elemento si los ordenaramos
por la coordenada y de sur a norte, y tender el cable justo al norte de él, asegurandonos de
que ningtin otro elemento esté entre el cable y el 5-ésimo elemento. Si n es impar, es buscar el
(5 + 1)-ésimo elemento, y tender el cable sobre él mismo.

Buscar el k-ésimo elemento nos toma tiempo lineal, y en el caso cuando n es par, para asegurarnos
de que no haya ninguna otra maquina entre el cable y el §-ésimo elemento, lo mas sencillo es
buscar también el (5 + 1)-ésimo elemento, y tender el cable justo entre ellos. En total, el tiempo
que nos toma el algoritmo es lineal.

Suponga que tiene un arreglo bidimensional Afy .1 .. donde k = ©(Inn). Cada renglén
representa un entero en el rango [0,n], escrito en binario. Todos los enteros en [0,n] estdn
representados en A excepto uno. Asumiendo que la unica operacién que puede hacer en A es el
leer un bit en tiempo constante, disenie un algoritmo que en tiempo O(n) encuentre el elemento
perdido (en su solucién tenga en mente que copiar un renglén cuesta ©(Inn) en tiempo).

R: Platicamos el algoritmo antes de presentarlo formalmente. Antes que nada, necesitamos que
n sea potencia de 2. Si no lo es, se complica muchisimo la bisqueda; y ademéas podemos agregar
renglones a A para que en total haya n = 2¥ elementos relativamente rapido (O(nlnn)). Asf que
asumiremos que n = 2F para la k dada al problema.

Vamos a recorrer la columna k de A, o sea que recorreremos Ap ;.- ., Ap, g Llevaremos dos
contadores py g,y dos listas By y Ba, y si A; 3] es cero, incrementaremos p en uno y agregaremos
A k) a Bij si es uno, incrementaremos ¢ en uno y agregaremos Ap; ;) a Ba. Al final tendremos o
bien que ¢ < p, 0 que p = ¢; no hay de otra, porque n = 2*, 0 sea que es par, y entonces en el
rango [0,...,n] hay un par mas que impares. Entonces si falta un par, habréd igual ntimero de
pares que de impares; y si falta un impar, habra menos impares que pares.
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12.

Entonces ya sabiendo que nos falta un par o un impar, vamos a repetir el proceso, pero en la
k — 1-ésima columa, y recorriendo sélo los elementos de la lista correspondiente (B o Ba).

El tamano de las lista B1 y By se reduce a la mitad en cada ciclo; cuando llegue a tamano uno,
tendremos en la lista correspondiente el indice de un nimero de A que tiene todos los bits iguales
a nuestro nimero perdido, excepto el primero (por esto es que necesitamos que n = 2’“; si son
menos el “hermano” que nos da el nimero perdido podria no estar). Entonces le cambiamos el
primer bit a este elemento, y tendremos nuestro nimero perdido.

El algoritmo seria

1: procedure GET-MISSING(A,n,k)
2 for i — 1 ton do

3 L — LuU{i}

4 for j — k down to 1 do

5: p«—0,qg+—0

6 By — 0, By — 0

7 for all i in L do

8 if A[%J] =0 then

9: p—p+1
10: By — B U {A[i,j]}
11: else
12: qg+—q+1
13: By «— Bs U {A[i,j]}
14: if p < ¢ then
15: L — By
16: else
17: L +— By
18: i «—GETFIRST(L)
19: r— Ap > en r guardamos todo el renglén ¢
20: if rjo; = 0 then
21: Tlo] < 1
22: else
23: T[O] — 0
24 return r

La complejidad del algoritmo es O(n). El primer for toma tiempo n, y el siguiente for se ejecuta
de la siguiente manera: la primera vez, dentro de él se ejecuta un for anidado que se ejecuta n

veces; la segunda vez, el for anidado se ejecuta 5 veces, la tercera vez 7 veces. En general, para

n _ 2
n=Z =1

la k-ésima ejecucion, se ejecuta g veces. Pero n = 2% entonces oF

En total, el nimero de operaciones que hacemos es

n . n n _ 9

7’L+§+1+§+...— n.
Un ladrén estd en un cuarto que contiene n elementos. Cada elemento tiene un precio p y un
peso w asociado a él. El ladron puede cargar a lo mas b kilos (y puede o bien tomar o dejar un
elemento, no es posible el tomar una fraccién de él). El ladrén quiere escoger un subconjunto de
estos elementos para que el peso de todos sea menor o igual a b y que la ganancia esté maximizada.

a) De un algoritmo eficiente que, dado un arreglo W(1,...n) con los pesos de los elementos, un
arreglo P, con los precios y la cota b, de como salida la ganancia méxima posible.
Justifique la correctez de su algoritmo y su tiempo de ejecucion.

R: Explicamos el algoritmo antes de presentarlo formalmente. Utilizaremos programacion
dindmica, porque el problema tiene subestructura 6ptima (si sabemos la solucién éptima
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cuando el peso maximo es i, para i < b, entonces podemos calcular mas facilmente la
solucién cuando el peso es b).

Vamos a utilizar una estrategia parecida a la del ejercicio 9 (el de las ciudades); tendremos
una matriz Cg . 0, de tal forma que en la entrada CY; ;) estard la suma méxima de los
precios de un subconjunto de los elementos 1,...,7 cuyos pesos no sean mayores a j. De
esta forma, la ganancia maxima estard guardada en la entrada CJ,, 3.

El primer renglén de nuestro arreglo lo inicializamos en cero, ya que nos representa el
subconjunto vacio de nuestros elementos:

Cloqj=0 con0<i<b.

De igual forma, nuestra primera columa tendra en ceros sus elementos, ya que si nuestro
limite de carga es cero kilos, no podremos llevar nada (a menos que haya un elemento que
pese cero kilos; pero asumimos que éste no es el caso).

La férmula para calcular las siguientes entradas es la siguiente:

Clij) = max(Cli—1,5, Py + Clim1,j-wy,))-

Al calcular CY; j sdlo tenemos dos opciones; anadir el i-ésimo elemento a nuestro subcon-
junto, o dejarlo. En el primer caso, significa que no podemos mejorar lo que tenfamos con
los elementos 1,...,7 — 1, y la solucién a ese problema la tenemos en la entrada C;_y ; de
nuestro arreglo.

En el segundo caso, que sélo puede ocurrir si W; < j (porque no podemos anadir el i-ésimo
elemento si su peso es mayor a nuestro limite, que es j), tenemos que anadimos Py anuestra
ganancia maxima; pero gastamos W; kilos de nuestro limite. Entonces la mejor solucion
que podemos obtener con los otros 1,...,4 — 1 elementos y capacidad j — Wy, (porque
estamos afiadiendo Wj;), la tenemos calculada en C[i—l,j—W[i]]- Si lo anadimos entonces
nuestra ganancia es P + C[i—Lj—W[iﬂ-

El algoritmo seria:

1: procedure THIEF-PROFIT(P,W ,bn)

2 for i — 0 to b do

3 C[O,i] — 0

4 for i — 1 ton do

5: C[i,O] —0

6: for j — 1 to bdo

7 if W[i] < j then

8 Clig) — mdx(Cli—1,5), P + Clim1,5-wpy))
9: else
10:

11: return Cj, )

Ctij1 = Cli—1,91

Es obvio que el tiempo de ejecucién del algoritmo es O(nb).

Describa brevemente qué cambios le podria hacer a su algoritmo si ademés quisiera poder
calcular cudles de los elementos el ladrén deberia tomar.

R: Necesitariamos otro arreglo del mismo tamaiio a C' (llamémosle E), donde pondriamos
en la entrada Ej; ;) un uno si decidimos anadir el i-ésimo elemento en CJ; j1, y cero de otra
forma.

Al finalizar el algoritmo, si Ej; ;) es uno, entonces buscamos el anterior elemento anadido a
partir de E[i—IJ—W[iﬂ' Podriamos imprimir los elementos con el siguiente algoritmo:
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13.

1: procedure PRINT-ITEMS(E,W ,b,n)
2 j<b

3 for i < n down to 1 do

4: if Ej; ;) =0 then

5: print (%)

6 J—7—Wp

Sea G = (V, E) una gréfica conexa y dirigida con funcién de peso w : E — R, y suponga que
|E| > |V y que todos los pesos de las aristas son distintos. Un segundo mejor drbol generador de
peso minimo 77 se define como sigue: sea 1" el conjunto de todos los arboles generadores de G,
y sea Ty un arbol generador de peso minimo de GG. Entonces un segundo mejor arbol generador
de peso minimo es un arbol generador T; tal que su peso es mayor que el peso de Ty, y cualquier
otro arbol generador de G tiene peso mayor o igual que el de T7.

a)

Muestre que el arbol generador de peso minimo es Unico, pero que el segindo mejor arbol
generador de peso minimo no lo es.

R: Sea T el 4rbol generador de peso minimo de GG, y supongamos que existe 7" un arbol
generador de G tal que w(T") = w(T), y que T £ T.

Sea ¢’ € E(T") la arista de peso méas pequernio tal que e’ ¢ E(T); todas las aristas de peso
menor a € en T” son compartidas con T'. Agregamos e’ a T' y se nos genera un ciclo porque
es un arbol. En ese ciclo obviamente hay una arista e € F(T') que no estd en E(T') (si
todas estuvieran en T" éste tendria un ciclo).

Supongamos que w(e) < w(e’). En ese caso, agregamos e a T", se nos genera un ciclo, y
en ese ciclo todas las aristas que no estdn en E(T) (que tiene que haber al menos una)
son de peso mayor que e (porque e’ era la de peso menor de F(T”) tal que no estuviera en
E(T), y w(e) < w(e')); entonces podriamos quitar cualquiera de esas aristas y dejar e, y
generarfamos un drbol de peso menor a w(T"), pero esto contradirfa que 7’ es minimo. Por
lo tanto w(e) > w(e’). Pero entonces en T' quitamos e, ponemos €', y generamos un drbol
de peso menor a T'; pero esto contradice que 1" sea minimo.

Por lo tanto no existe 7" distinto a T' con igual peso.

Para mostrar que el segundo mejor arbol generador de peso minimo no es necesariamente
unico, presentamos la siguiente gréfica:

El siguiente es su arbol generador de peso minimo, que tiene peso 6:
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Y los siguientes dos arboles de peso 12 son dos segundos mejores arboles generadores de
peso minimo:

Sea Ty un arbol generador de peso minimo de G. Pruebe que existen aristas (u,v) € Ty y
(xz,y) € T tales que Ty — {(u,v)} + {(x,y)} es un segundo mejor arbol generador de peso
minimo de G.

R: Sea Ty el drbol generador de peso minimo de G, y supongamos que un segundo mejor
arbol generador de peso minimo 7j difiere de Ty en dos aristas; sean dichas aristas u y v
en T7. Si anadimos u y v a Ty se nos generan dos ciclos, y en cada uno de sus ciclos v y v
son las aristas més pesadas (si no lo fueran, las reemplazariamos en Ty con la arista més
pesada y obtendriamos un arbol de peso menor a Tj, lo que no es posible porque T es de
peso minimo).

Sea T” el arbol que obtenemos de anadir u a Ty, y de quitarle la segunda arista mds pesada
en el ciclo que se forma. El peso de 77 es mayor, porque tiene una arista mas pesada (u)
de la que le quitamos; pero ademas tiene peso menor a T4, porque la arista v de T} es mas
pesada que cualquier otra arista del ciclo que se formaria al agregar v a T' (que en ese ciclo
es idéntico a Tp). Por lo tanto construimos un arbol 7" que cumple que

w(Ty) < w(T') < w(Ty).

Pero esto contradice que T} sea un segundo mejor arbol generador de peso minimo; por lo
tanto, no es posible que T} difiera en dos aristas de Tj. Es evidente que podemos volver a
hacer lo mismo si suponemos que difiere en méas de dos aristas (porque todas son mayores
que cero); asi que Ty y T} difieren en una unica arista.

Por lo tanto, existen aristas (u,v) € Ty y (z,y) € T tales que Tp — {(u,v)} + {(z,y)} es un
segundo mejor arbol generador de peso minimo.

Sea T' un arbol generador de G, y por cada dos vértices u,v € V, sea mazx,,) una arista
con peso maximo en el inico camino entre v y v en 1. Describa un algoritmo de tiempo
O(|V|?) que, dada T, calcule mazy,,) para toda u,v € V.

R: Platicaremos el algoritmo antes de presentarlo. La idea es la siguiente; vamos a tomar
un vértices v de T', y tratdndolo como si fuera una raiz, correremos algo parecido a BFS en
T, sélo que en el recorrido iremos guardando la arista de méximo peso entre v y todos los
demas vértices de T'. Esto lo vamos a repetir para todo vértice en T'.

El algoritmo seria:

1: procedure GET-MaX(T)
2 for all v in V[T] do

3 for all v in V[T] do
4: MAT[y,y] < Nil

5 for all v in V[T] do

6 SET-MAX(v,v,max)
7

return max
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14.

1: procedure SET-MAX(u,v,maz)

2 for all z in Adj[v] do

3: if w(v, z) > w(mazy, ) then
4: MAT [y, — (V,T)

5: SET-MAX(u,z,mazx)

El algoritmo es O(|V'|?), pero tenemos que tener cuidado con nuestras estructuras de datos,
porque si no se dispara la complejidad. Pero si podemos obtener en tiempo constante cada
una de las adyacencias de un vértice, y una adyacencia dados dos vértices (que si se puede,
porque T es un drbol), entonces el algoritmo corre trivialmente en O(|V|?). Cada llamada
inicial a SET-MAX es un BFS con el primer pardmetro como raiz del arbol. Esto toma
tiempo O(|V]) (una arista es recorrida una tnica vez, y hay |V| — 1 aristas), y se manda a
llamar una tdnica vez con v como raiz para cada v € V.

De un algoritmo eficiente que calcule un segundo mejor arbol generador de peso minimo en

G.

R: Platicamos el algoritmo antes de mostrarlo. Vamos a asumir que nos pasan el arbol ge-
nerador de peso minimo de G como parametro. Después, vamos a utilizar nuestro algoritmo
del ejercicio de arriba. La idea es que, para cada arista (u,v) en E — E[T], vamos a anadirla
a T'; después buscaremos la arista de peso maximo entre u y v en T (que estd guardada en la
tabla maz que construimos en el ejercicio anterior), y vamos a quitarla. Al arbol resultante
le calcularemos el peso, y repetiremos el proceso con las demés aristas en E— E[T]. Después,
tomaremos la que nos diera el arbol con peso menor, y ése sera nuestro segundo mejor arbol
generador de peso minimo.

El algoritmo seria:

1: procedure SECOND-BEST-MST(G,T)

2: maz «—GET-MAX(T)

3 min «— w(T)

4: 8by — 00

5: sby «— nil

6: sby «— nil

7 for all (z,y) in F — E[T] do

8 (u,v) — max(y

9: if min —w(z,y) + w(u,v) < sb, then
10: Sbw — min —w(z,y) + w(u,v)
11: sby — x
12: sby —y
13: return T’ — (sbs, sby) + maz(ap, b,

El algoritmo funciona por lo dicho en los anteriores tres incisos del ejercicio. Su complejidad
es O(|E|), ya que dentro del for se ejecutan sélo operaciones constantes (si las estructuras
de datos son hechas con cuidado).

Muestre que si los pesos de todas las aristas de una grafica son positivos, entonces cualquier
subconjunto de aristas que conectan todos los vértices y tienen un peso total minimo debe ser
un arbol. De un ejemplo para mostrar que la misma conclusién no es verdadera si hay pesos
negativos.

R: La primera parte es trivial; supongamos que el subconjunto de aristas no forma un arbol.
Entonces tiene un ciclo, y como todas las aristas de este ciclo tienen peso positivo, si quitamos
alguna su peso serd menor. Pero se suponia era de peso minimo el subconjunto, lo que es una
contradiccién. Por tanto el subconjunto forma un arbol.

La segunda parte es igual de trivial: cualquier gréafica completa con mas de 2 vértices que tenga
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16.

todas las aristas con peso negativo, el subconjunto de aristas con peso minimo total es todas las
aristas. Un ejemplo sencillo es

Sea T un &rbol generador de peso minimo de una gréifica G(V, E), y sea V' un subconjunto de
V. Muestre que si la subgrafica T” generada de T inducida por V' es un arbol, entonces es un
arbol generador de peso minimo para G’ inducida en G por V.

R: Si T” es un &rbol, supongamos que no es generador de peso minimo de G'(V’, E’). Entonces
existe T}, drbol generador de peso minimo para G'(V', E'), y T' # Tj). Més ain, w(T}) < w(T").
Pero entonces tomemos a Ty = T — E(T") + E(T}). Obviamente Ty es generador (porque T}
genera a G’ y sélo cambiamos aristas de T' que estuvieran en G’), y como w(T}) < w(T’),
entonces w(Ty) < w(T). Pero esto contradice que T' era de peso minimo; por lo tanto, 7”7 es un
arbol generador de peso minimo para G’.

De un contraejemplo sencillo de una gréafica dirigida con pesos negativos en las aristas para el
cual el algoritmo de Dijkstra produzca respuestas erréneas. jPor qué la prueba del Teorema
25.10 del Cormen falla cuando son permitidas aristas de peso negativo?

R: Sea G la siguiente grafica:

2

() s
N

GL ©),

Hacemos notar que G no tiene ciclos, mucho menos ciclos negativos. Vamos a correr Dijkstra
con vy como vértice origen, y en cada paso vamos a dibujar d|,,; dentro de cada vértice v;.

Inicio Paso 1
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17.

Paso 4 Paso 5
S = {s,v1,v2,v3,v6} S = {s,v1,v2,v3,v6,v4}
1 1

1

45_@
O——0O
O—

<°_@
H—0O

i
i

Paso 6
S = {s,v1,v2,v3,v6,v4,v5}
1

i

45_@
O——0O

©

El algoritmo en este caso calcula erréneamente las distancias de v3 y vg con respecto a vj.
Intuitivamente el algoritmo falla porque cuando un vértice se agrega a S, sélo se actualizan los
vértices adyacentes a €él; no se propagan los cambios a los adyacentes de los adyacentes.

El algoritmo mecesita entonces asumir que cada vez que se inserta un nuevo vértice a S, éste
viene de un camino donde todas las aristas tienen peso mayor o igual a cero. De otra forma,
ocurre lo que pasd arriba: el vértice vy se descartd para ser agregado a S porque al tener peso
10 la arista (v1,v4), el algoritmo asume que el mejor camino no va por ahi porque hay otras
aristas con menor peso. Si hay aristas negativas, un camino puede “mejorar”; pero el algoritmo
de Dijkstra no puede predecir esto (aumentaria mucho la complejidad del mismo), y por esa
razén regresa respuestas erréneas.

Formalmente, la demostracién 25.10 del Cormen falla porque asume que d(s,y) < 0(s,u) en
la ecuacién 25.2 de la demostracién, y esto no es necesariamente cierto si hay aristas con peso
negativo (como acabamos de ver).

Para un arbol T con raiz con n vértices, donde cada vértice v tiene un peso w(v), de un algoritmo
lineal de programacion dindmica que encuentre el subconjunto independiente S de T' de peso
maximo.

R: Platicamos el algoritmo antes de presentarlo formalmente. La idea es tener un subconjunto
M de los vértices de T con el maximo peso posible, y de tal forma que si u,v € M, entonces
(u,v) ¢ E. Vamos a usar programacién dindmica en el sentido de que iremos guardando las
soluciones a subproblemas que ya hayamos calculado, y utilizaremos la mejor al momento de
resolver la solucién general.

El hecho de que sea un arbol con raiz r nos da la ventaja de tener un obvio punto de partida:
o bien r € M, o bien r ¢ M. Entonces vamos a hacer un algoritmo que nos regrese el subcon-
junto independiente de mayor peso de un arbol con su raiz, y otro algoritmo que nos regrese
el subconjunto independiente de mayor peso de un arbol sin su raiz, y sencillamente regresare-
mos el mayor. Ahora, si estamos calculando el subconjunto independiente de un arbol con su
raiz, es evidente que serd la unién de los subconjuntos independientes de los subarboles sin sus
raices. Sin embargo, cuando calculemos el subconjunto independiente de un arbol sin su raiz,
a lo mejor nos conviene uno de los subconjuntos independientes de los subéarboles sin la raiz
también. Asi que por cada hijo habrd que sacar ambos y ver cual nos conviene.

El algoritmo es el siguiente:
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1: procedure INDEPENDENT-SET(T)

2: r «—root(T)

3 M «—INDEPENDENT-SET-WITH(T)

4: My «INDEPENDENT-SET-WITHOUT(7)
5: if w(My) > w(M2) then

6: return M;

7 else

8 return M-

1: procedure INDEPENDENT-SET-WITH(7)
2: M—0

3: for all c hijo de r do

4: M «— MU INDEPENDENT-SET-WITHOUT(c)
5

6

M — M U{r}
return M

1: procedure INDEPENDENT-SET-WITHOUT(r)
2 M—0

3 for all ¢ hijo de r do

4 M, «— INDEPENDENT-SET-WITH(c)

5: M5 < INDEPENDENT-SET-WITHOUT(c)
6 if w(M71) > w(Mz) then

7 M — MU M;

8 else

9: M — MU M,

10: return M

El algoritmo funciona porque calcula todas las posibilidades, y lo hace rapidamente al no tomar en
cuenta las posibilidades prohibidas (jamés se intenta anadir un nodo a M si su padre va a estar).
Nuestra estructura de datos para M debe ser inteligente, al recordar su peso y actualizarlo cada
vez que un elemento se le agrega, para que consultar el peso del subconjunto nos tome tiempo
constante.

El tiempo que toma el algoritmo es trivialmente O(n), y es muy facil de comprobar porque
INDEPENDENT-SET-WITH y INDEPENDENT-SET-WITHOUT son llamadas dos veces a lo mds por
cada vértice en T

(Two finger dialing) Suponga que quiere marcar un nimero de n digitos {ry,...,r,} en un
teléfono estandar con un arreglo de teclas de 4 x 3. Suponga que sus dedos estan inicialmente en
las teclas “*” y “#”. De un algoritmo lineal de programacién dindmica que minimice la distancia
euclidiana total que sus dedos recorren.

R: Platicamos primero el algoritmo antes de presentarlo. La idea es llevar un registro de la
posicion de los dedos, y en cada paso mover el dedo que recorra la menor distancia. Como
siempre en programacion dindmica, al realizar el paso ¢ vamos a tener resueltos los pasos j < i.

Entonces tendremos un arreglo A que en la entrada Ap; tendrd en qué posicién estd el dedo
dy después de que se marcé (no necesariamente con dj) el digito r;, y un arreglo B que en la
entrada By nos dird la posicion del dedo dg después de que se marco (no necesariamente con
dp) el digito 7;. Al inicio, evidentemente Ajg = * y Bjg) = #, y para calcular Ay y Bj; hacemos

Ar — { i si d(rhA[i_l}) < d(riaB[i—l})
[l Afi—yy st d(ri, Aj—yy) > d(ri, Bji—y)

By = { ri si d(ri, By—1)) < d(ri, Api—y))
Bjiyy st d(ri, Bji—y) > d(ri, Aji-1))
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donde d(r;, Ajj—q)) es la distancia del digito r; en el teclado a la posicién del dedo d; en el paso
anterior, y andlogo para Bj;_1j.

Es evidente que nos falta un caso, cuando d(r;, Bj_y)) = d(ri, Aj_1)). Este caso nos genera
ruido porque dependiendo de los siguientes digitos es como debemos decidir si se mueve d; o ds.
Para arreglar esto, llevaremos arreglos “gemelos” de A y B (los llamaremos X y Y'); mientras
d(ri, Bji—1)) # d(ri, Aji—q)), entonces Ay = X3 v Bj = Y};). Cuando se de que d(ri, Bji_y)) =
d(ri, Aji—1)), en Ay B llevaremos la posicién de los dedos si se hubiera movido dq, y en X y Y
llevaremos la posicion de los dedos si se hubiera movido ds.

Lo que estamos haciendo es guardar en A y B un posible recorrido y en X y Y el otro posible
recorrido. Los arreglos se actualizaran independientemente hasta que una de estas cosas ocurra:
que la distancia que recorren difieran, o que vuelva a darse una igualdad. En el primer caso,
agarraremos el recorrido que menor distancia tenga, y haremos que A y B lo representen (no
estamos copiando el arreglo; lo podemos ver como “swap” de apuntadores, o bien como un
cambio de nombre). En el segundo caso, hacemos que A y B representen el recorrido que no
tiene una igualdad (para evitarnos complicaciones). En el muy improbable pero posible caso de
que ambos recorridos tengan una igualdad de nuevo, sencillamente nos olvidamos de la primera
divergencia (porque nos conduce a una igualdad idéntica), y ahora X y Y representardn la nueva
divergencia.

Como nuestra ¢ se ird recorriendo en un for, es posible que éste termine con Ay By X y Y
intercambiados; asi que al final del algoritmo vemos cual es el que recorre menor distancia y a
ése hacemos que apunten A y B. La idea es que en A y B quede el recorrido de menor distancia

Todo esto funciona perfectamente, excepto para un caso. Nuestro arreglo de teclas es:

e N e N e N
\, \, \,

e N e N e N

0 @ @©
0 E© E©

) o)) |[#]
t t

\,

~

En todos los casos siempre conviene mover el dedo mas cercano a la tecla; en todos excepto en
uno. De hecho son dos, pero equivalentes.

Si tenemos la secuencia 1 7. .., el algoritmo como esté especificado hara que el dedo d; se mueva
de * a 1 (porque es el mds cercano), y luego hard que el mismo dedo se mueva de 1 a 7. La
distancia total es 5; 3 de moverse de * a 1, y 2 de moverse de 1 a 7.

Sin embargo, si hubiéramos movido el dedo dy de # a 1, y luego el dedo d; de * a 1, en total la
distancia serfa de 4.605. ..Esto es porque la distancia de # a 7 es 3.605. .., y la distancia de *
a 1 es 1. El caso equivalente obviamente es la secuencia 3 9. ...

Es la tnica instancia del problema en el que falla nuestro algoritmo; todos los demads casos
funcionan bien porque realmente no hay tanta distancia entre las teclas. Este caso es justo
cuando mds separados estan los digitos.

Pero no hay necesidad de rehacer todo el algoritmo. Vamos a hacer trampa, y modificar nuestra

funcién que calcula la distancia d; j1, de tal forma que sea
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d { la distancia euclidiana entre ¢ y j
[i.3] =

3

si la distancia es menor que 3,
en otro caso.

Esto hace que los dos casos extremos (de # a 1, y de * a 3) se comporten igual que los casos donde
se mueven los dedos una distancia de 3. Esto obliga al algoritmo a llevar dos copias separadas
de movimientos, y escoger la menor cuando alguna otra tecla nos determine realmente cudl es
la menor.

El algoritmo seria (tomamos a * y a # como 10 y 11, pero los representamos simbdlicamente):

1:
2
3
4:
5:
6.
7
8

9:
10:
11:
12:
13:
14:
15:
16:
17:
18:
19:
20:
21:

22:
23:
24
25:
26:
27:
28:
29:
30:
31:
32:
33:
34:
35:
36:
37:
38:
39:
40:
41:
42:
43:
44:
45:
46:
47:

procedure TwWO-FINGER-DIALING(7,n)
Xo) = Apo) — *
Yio) < Bjo) < #
di < d2 — 0
equal — false
for i — 1 ton do
if equal # true then
Xpip = Ap) = Ay
Yij) < Bl < Bl
if d(?‘[i], A[ifl]) < d('r[i], B[i—l]) then
Xy — A — g
di — da +— d(rpg, Ap—1))
else if d(?”[i], B[ifl]) < d(?”[i], A[i—l]) then
Yy <= Bl < 7
d1 — d2 — d(?“[i]7 B[i—l])
else
equal «— true
Ay = 1)
Yy 1)
d1 — d(?“[i]7 A[i—l])
d2 — d(rp), Yii-1))
else
eq1 «— eqy «— false
A = Ap)
By — Bji)
Xpip = Xpi-q
Vi) <= Y]
if d(?‘[i], A[ifl]) < d('r[i], B[i—l]) then
Ap) = 1)
dr — d(rpi), Aji-1)
else if d(?”[i], B[ifl]) < d(?”[i], A[i—l]) then
Bp) = rpi
dy — d(r(a, Bi-yy)
else
eq1 < true
if d(T[i]7 X[ifl]) < d('l“[i]7 Yr[ifl]) then
Xy =)
d — d(rpi), Xpi-1))
else if d(’f’[i]7 Yr[ifl]) < d(r[ihX[i—l]) then
Yy 1)
d2 — d(rp), Yii-1)
else
eqz +— true
if eql = true and eq2 = true then
Ap) = 1)
Yy )
d1 — d(T[i], A[i—l])
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19.

48: d2 — d(rpa, Y1)

49: else if (di1 # d2) or (eq1 = true or eqz = true) then

50: equal «— false

51: if (d2 < d1) or eq2 = true then

52: SwAP(A,X)

53: SwapP(B,)Y)

54: SWAP(dy,d2)

55: if di < d2 then > Comprobamos que la ruta més corta esté en Ay B
56: SwAP(A,X)

57: SwapP(B,Y)

58: SwAP(d1,d2)

59: return Ay B

Reconstruir la secuencia en que se movieron los dedos es muy facil; recorremos A y B y cada
vez que Aj;_y) # A, entonces el dedo dy presioné el digito en Ap); y de forma andloga para B.

El algoritmo es obviamente lineal; aunque hacemos muchas comprobaciones dentro del cuerpo
del for, en total siempre es constante, y nunca nos regresamos.

(Optimal refueling) Suponga que quiere viajar de la ciudad A a la ciudad B siguiendo una
ruta fija. Puede viajar m kilémetros con el tanque lleno, y tiene un mapa que muestra dénde y
a qué distancia estan las estaciones de gasolina. De un algoritmo voraz lineal que minimice el
nimero de paradas que tiene que hacer. ;Qué pasaria si tuviera un mapa, y multiples opciones
de caminos?

R: Platicamos el algoritmo antes de presentarlo formalmente. Asumimos que las ciudades del
camino son ci,...,Cy, ¥ que en arreglos d y ¢ tenemos las distancias y la informacién de las
gasolinerfas; i.e., df; nos dice la distancia entre ¢;—1 y ¢;, y g|; es cero si no hay gasolinerfa en
¢i, y uno si si hay. La idea es que vamos a recorrer el camino (comenzamos con el tanque lleno),
y llevaremos registro de la tltima ciudad con gasolineria y cuanto hemos recorrido desde que
la dejamos. Cuando nuestra gasolina llegue a menos de cero, vamos a anadir la ultima ciudad
con gasolineria a una lista L, y vamos a hacer como si hubiésemos llenado el tanque ahi; vamos
a poner de nuevo el tanque en lleno, menos lo que hayamos recorrido desde la ciudad con la
gasolineria. En caso de que esta cantidad sea negativa, regresaremos (), porque significa que no
podemos recorrer el camino con un tanque que nos de sélo m kilémetros (necesitariamos mas).
Si llegamos a ¢, entonces regresamos L como la lista donde necesitamos rellenar el tanque.

El algoritmo es el siguiente:
1: procedure OPTIMAL-REFUELING(d,g,m,n)

2: L—10

3: last «— —1

4: dist < 0

5: km «— m

6: if g;;; = 1 then

7 last +— 1

8: for i — 2 to n do

9: km «— km — dj;
10: dist «— dist + d[i]
11: if km < 0 then
12: L — LU {last}
13: km «— m — dist
14: if km < 0 then > No nos alcanza el tanque, no importa qué hagamos
15: return ()
16: if g;;) = 1 then
17: last «— 1
18: dist — 0

19: return L
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20.

El algoritmo funciona porque estamos llenando el tanque tnicamente cuando es necesario (cuan-
do se nos acabaria la gasolina si no lo hiciéramos). Es obviamente lineal; tenemos un for que
corre de 2 a n, y realizamos un nimero constante de operaciones dentro de él.

Si tuviéramos un mapa y multiples opciones de caminos, entonces la complejidad se nos dispararia
a al menos O(n?), porque necesitariamos ver qué camino (que contenga gasolinerias) nos conviene
tomar. Una solucién de programacién dindmica probablemente seria lo mejor para ese problema.
Es parecido al ejercicio 9 (el de las ciudades), porque podemos interpretar el pasar por no mas
de k ciudades, como pasar por no mas de k gasolinerias.

Nos dan una gréfica dirigida G = (V, E) en la cual cada arista (u,v) € E tiene un valor asociado
r(u,v), que es un nimero real en el rango 0 < r(u,v) < 1 que representa la confiabilidad de un
canal de comunicacién entre el vértice u y el vértice v. Interpretamos r(u, v) como la probabilidad
de que el canal de comunicacién de u a v no fallard, y asumimos que estas probabilidades son
independientes. De un algoritmo eficiente para encontrar el camino maéas confiable entre dos
vértices dados.

R: Queremos el camino cuya probabilidad de que ninguna de sus aristas falle sea la més alta.
La probabilidad de que en un camino v — xg — ... — x; — v no falle ninguna de sus aristas
estd dada por:

Entonces necesitamos el camino que maximice ese producto. Esto es equivalente a si encontramos
el méximo del logaritmo del producto, dado que el logaritmo es estrictamente creciente. Pero
esto es

log(r(u,zo) | | 7(ziz1, zi)r(zK,v)) =

=

Il
—

7

k
log(r(u,z0)) + log (H r(w,-_l,xi)> + log(r(xg,v)). =
i=1

log(r(u, o)) + Y _ log(r(wi—1, 7)) + log(r(zx, v)).
i=1

Pero maximizar esta suma es lo mismo que minimizar esta otra:
k
—log(r(u, xo)) + Z —log(r(zi—1,x;)) — log(r(zk,v)).
i=1

Y entonces si definimos para una arista (u,v) que su peso sea — log(r(u,v)) (que es mayor que
cero porque 0 < r(u,v) < 1), el algoritmo de Dijkstra nos encontrara la suma minimizada.

Y por lo tanto Dijkstra es un algoritmo eficiente que nos resuelve el problema si definimos el
peso de una arista (u,v) como — log(r(u,v)).
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21. Sea G = (V,FE) una grafica dirigida con pesos, con funcién de peso w : E — 0,1,...,W para
algiin entero no negativo W.

a)

Modifique el algoritmo de Dijkstra para que calcule los caminos més cortos a partir de un
vértice dado en tiempo O(|W||V| 4 | E|). Justifique la correctez y tiempo de ejecucién de
su algoritmo.

R: Hay que notar que si el camino més corto entre el vértice origen y cualquier otro vértice
no es oo, entonces a lo mas es (|V|—1)W. Para que tengamos dj,; < oo tenemos que haber
relajado a la arista (u,v) con dp,; < co. Es claro que si relajamos (u,v) entonces d, es a lo
mas el nimero de aristas en el camino de s a v, multiplicado por el peso de la arista méas
pesada en el camino. Ya que un camino aciclico tiene a lo més |V| — 1 aristas y el peso
méximo de una arista es W, tenemos que dj,) < (V| — 1)W. Como todos los pesos son
enteros, entonces dj,] también serd entero (a menos que sea 00).

También notamos que en el algoritmo de Dijkstra los valores que EXTRACT-MIN regresa
son monoténicamente crecientes, porque después de hacer |V| operaciones de insertar, ya no
hacemos otra insercién. Ya que los pesos de las aristas son no negativos, cuando relajamos
(u,v) tenemos que djy) < dp). Ya que u es el minimo vértice que extraimos, sabemos que
cualquier otro vértice que extraigamos después tiene un valor que a lo menos es igual a dj,.

Cuando las llaves son enteros en el rango 0, ...,k y los valores de las llaves extraidas crecen
monoténicamente con el tiempo, podemos implementar una cola de prioridad para que
cualquier secuencia de m inserciones, extracciones y decrementos en las llaves tomen O(m+
k). Para esto, usamos un arreglo Ay ) donde Af;) es una lista ligada de cada elemento
cuya llave es j. Implementamos cada lista como una lista doblemente ligada circular con un
sentinela, asi que podemos insertar o borrar de cada lista en tiempo O(1). Las operaciones
de la cola de prioridad serfan como sigue:

e INSERT: Para insertar un elemento con llave j, sélo lo insertamos en la lista ligada en
Ayj- Toma tiempo O(1).

e EXTRACT-MIN: Guardamos un indice min de el valor de la llave més pequena extraida.

Inicialmente min « 0. Para encontrar la llave més pequetia, buscamos en Aj,;y,) v, si
esta lista es no vacia, usamos cualquier elemento en ella, quitandolo de la lista y re-
gresandolo. Si A[,,,;,] es vacia, nos aprovechamos de que EXTRACT-MIN es monoténica-
mente creciente e incrementamos min hasta que encontremos una lista A[mm} que no
sea vacfa (usando cualquier elemento en Aj,,;,) como arriba), o hasta que se nos acabe
el arreglo (en cuyo caso la cola de prioridad estd vacia).
Ya que hay a lo més m operaciones de insercién, hay a lo mas m elementos en la cola de
prioridad. Incrementamos min a lo més k veces, y quitamos y regresamos un elemento
a lo mas m veces. Por tanto, el tiempo total de todas las operaciones EXTRACT-MIN
es O(m + k).

e DECREASE-KEY: Para decrementar la llave de un elemento j a ¢, comprobamos que
1 < 7, y elevamos una excepcién si no. De otra forma, quitamos el elemento de la lista
Apjp en O(1) y la insertamos en Ap; en O(1), lo que nos toma un tiempo de O(1).

Para aplicar este tipo de cola de prioridad al algoritmo de Dijkstra, necesitamos que k =
([V] = 1)W, y necesitamos una lista aparte para las llaves con valor oo. El nimero de
operaciones m es O(|V| + |E|) (va que hay |V| operaciones de insercién y |V| operaciones
de extracién, y a lo més |E| de decremento de llave), y por lo tanto el tiempo total es
O(VI+ |E| + [VW]) = O([VW] + |E]).
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22.

b) Modifique su algoritmo previo para que corra en tiempo O((V + E)In W). Justifique la
correctez y tiempo de ejecucién de su algoritmo.

R: Observemos que en cualquier momento, hay a lo mdas W + 2 llaves distintas en la cola
de prioridad, porque una llave es oo 0 no, y cuando una llave d[,; se vuelve finita, debe
ser porque se relajé una arista (u,v). Para ese momento, u estaba siendo insertada en S,
y dpy) < dpy) para todos los vértices y € V — 5. Después de relajar la arista (u,v), tenemos
dip) < dpy + W. Ya que cualquier otro vértice y € V — .S con dj,; < oo también tuvo su
estimado cambiado por un relajamiento de alguna arista x con d,) < d},), debemos tener
que d[y} < dm + W< d[u} +W.

Por lo tanto, al momento de que estamos relajando las aristas de un vértice u, debemos
tener para todos los vértices v € V — S, que dp,) < d,) < dp,) + W o bien dp,; = oo.

Ya que los estimados del camino maés corto son valores enteros (excepto por oo), en cualquier
momento tenemos a lo mas W+ 2 valores distintos: d[,}, dj, +1,dp +2,...,dp + Wy oc.
Por lo tanto, podemos mantener la cola de prioridad como un min-heap binario en el cual
cada nodo apunta a una lista doblemente ligada con todos los vértices para una llave dada.
Habra a lo mas W + 2 valores en el heap, y por lo tanto EXTRAC-MIN correra en tiempo
O(InW). Podemos mejorarlo a O(1) de la siguiente manera; primero, mantendremos un
apuntador in f al vértice que contenga todas las llaves co. Segundo, guardaremos un arreglo
locyo,.... w1, donde locf; apuntara a la tinica entrada del heap cuya llave sea congruente con 4
(mod (W +1)). Conforme las llaves se muevan en el heap, podemos actualizar este arreglo
en tiempo O(1) por movimiento.

De forma alternativa, en lugar de usar un min-heap binario, podemos usar un arbol red-
black, y asi las operaciones de insertar, borrar, minimo y busqueda (a partir de las cuales
construimos las operaciones de la cola de prioridad) cada una correria en tiempo O(In W), lo
que nos darfa un tiempo total de ejecucién para el algoritmo de Dijkstra de O((V+E) In W).

Sea G = (V, F) una gréfica no dirigida. Para u,v € V de un algoritmo eficiente que calcule el
maximo numero posible de caminos de u a v mutuamente disjuntos en las aristas. Asumiendo que
queremos calcular esto para caminos disjuntos en los vértices, modifique su algoritmo. Pruebe
la correctez y tiempo de ejecucién de su algoritmo.

R: La idea del algoritmo es bastante sencilla; tendremos un contador ¢ que inicialmente pon-
dremos en cero. Después correremos BF'S sobre G con u como vértice origen. Si v no es alcanzado
por BFS (no se colorea de negro), terminamos el algoritmo. Si si, quitamos de FE las aristas
(v, 7)) (Trm,wﬁ)]), ce (ﬁ]j)]_l, u), donde k es la longitud (nimero de aristas) entre u y v que nos
encontré el correr BFS. Isado que queremos caminos mutuamente disjuntos, las aristas de este
primer camino ya no pueden aparecer en ningun otro; entonces sencillamente las quitamos, y
aumentamos ¢ en uno. Después, sencillamente repetimos. El algoritmo seria:

1: procedure DisJOINT-PATHS(G,u,v)
2 c—20
3 repeat
4: BFS(G,u)
5: if colory,) = BLACK then
6: t—wv
7 while 7 # nil do
8 B B~ {(t.m)}
9: t — Ty

10: c—c+1

11: until color,) # BLACK

12: return c
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23.

El algoritmo funciona porque va encontrando caminos entre v y v, y los va quitando; termina
cuando ya no hay caminos posibles entre u y v. Correr cada BFS nos toma tiempo O(|V|+ |E|),
y quitar las aristas (si hay camino) nos toma O(|V]) en el peor de los casos. Esto lo repetimos
por tantos caminos de aristas disjuntas como haya de u a v en G, que en el peor de los casos son
O(|V]). Asf que (inocentemente), la complejidad del algoritmo es O(|V|?+|V||E|). Sin embargo,
en cada corrida de BFS eliminamos a cierto nimero de aristas, lo que nos acelera las siguientes
corridas de BFS, y de hecho podemos optimizar BFS para que se detenga en cuanto v sea
coloreado de negro; asi que en la practica la complejidad es bastante menor.

Para hacer lo mismo con caminos disjuntos en los vértices, sencillamente quitamos los vértices
del camino (excepto u y v) en lugar de quitar las aristas.

Extienda las propiedades y definiciones de flujos al problema de multiples origenes y destinos.
Muestre que cualquier flujo en una red de flujo de muiltiples origenes y destinos corresponde a
un flujo de valor igual en la red de un nico origen y destino que se obtiene de anadir un super
origen y un super destino, y viceversa.

R: Una red de flujo G = (V, E) con multiples origenes y destinos es una grafica dirigida en
la cual cada vértice (u,v) € FE tiene una capacidad no negativa c(u,v) > 0. Si (u,v) € E,

asumimos que c(u,v) = 0. Distinguimos dos conjuntos de vértices en una red de flujo con
multiples origenes y destinos: un conjunto de vértices origenes S = {s1,...,S,} y un conjunto
de vértices destinos T' = {t1,...,t,}. Por conveniencia, asumimos que la gréfica es conexa, y por

tanto que |E| > |V| — 1. La siguiente figura muestra una red de flujo con multiples origenes y
destinos.

Sea G = (V, F) una red de flujo con miiltiples origenes y destinos y funcién de capacidad c. Sea
S el conjunto de vértices origenes de la red y T el conjunto de vértices destinos. Entonces un
flujo en G es una funcién real f: V x V — R que satisface las tres siguientes propiedades:

e Restriccién de capacidad: Para todo u,v € V, requerimos que f(u,v) < c(u,v).
e Simetria oblicua: Para todo u,v € V', requerimos que f(u,v) = —f(v, u).

e Conservacién de flujo: Para todo uw € V — (S UT), requerimos que

Zf(u,v) =0.

veV
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El valor de un flujo f se define como

1= f(s,0).

seSveV

Si X,Y CV, definimos f(X,Y) como

f(X7Y) = Z Zf(u,’u)

ueX veY

De donde tenemos que |f| = f(S,V).

Vamos a demostrar el siguiente lema, porque necesitamos los resultados para demostrar que un
flujo en una red de flujo con multiples origenes y destinos es equivalente a un flujo en una red
de flujo con un tnico origen y un tinico destino.

Lema: Sea G = (V, E) una red de flujo con multiples origenes y destinos, y sea f un flujo en G.
Entonces las siguientes igualdades son ciertas:

a) Para todo X C V, tenemos que f(X,X) =0.
b) Paratodo X,Y C V, tenemos que f(X,Y)=—f(Y,X).
¢) Paratodo X,Y,Z CV, con XNY =0, tenemos que f(XUY,Z) = f(X,Z)+ f(Y,Z) y

que f(Z,XUY)=f(Z,X)=f(ZY).
Demostracion:
b)

FXY) = 303 flay)

zeX yeY

= Z Z —f(y,z) (simetria oblicua)

zeX yeY

= Z Z _f(ywx)

yeY xeX
— [V, X).

a) Utilizando b):

JXX) = —f(X.X) = fX.X)=0.

fXuY,z) = > > fv,2)

veXUY zeZ
= ¥ (Zf@,@) +> (Zm,@) (XNY =0)
veX \zeZ veEY \z€Z

= f(X7Z)+f(Y7Z)

La otra parte es simétrica.
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Con este lema, podemos demostrar que |f| = f(V,T):

Ifl = F(5V)
= fVV)=f(V-5V)
= —f(V-5,V)
= [,V =05)
= fV,T)+ f(V,V = (SUT))
= f(V,T).

(por definicién)
por el lema, parte ¢
11 t
por el lema, parte a
(por el 1 )
por el lema, parte
11 te b
por el lema, parte ¢
(por el 1 )
)

(por conservacién de flujo

Ahora si podemos probar la equivalencia entre flujos de redes de flujo con multiples origenes y
destinos, y flujos de redes de flujo con un dnico origen y un 1nico destino.

Sea G = (V, E) una red de flujo con multiples origenes y destinos, y sea f un flujo en G' con

valor |f|. Sea G’
hacer V! =V U {s,t}, y de hacer E' = EU{(s,s1),..
capacidades de las nuevas aristas como sigue:

c(s,s;) =00 Vs; €S8,

(V', E’) la red de flujo con un tinico origen y un dnico destino que resulta de
i) (87 sm)v (t17 t)?

..y (tn,t)}. Definimos las

C(ti,t) =0 Vi, eT.

Ahora, queremos demostrar que existe un flujo f’ en G’ tal que |f'| = |f].

Por construccién; definimos

f/(u7 U) = f(u7 U)
f'(s,81) = Z f(si,v)
veV
f/(sivs) - _f/(svsi)
flltt) = Y flut)
veV
f/(tvti) = _f/(tivt)

Y u,veV,
Vs €58,

Vs €8,
Vit eT,

Vi, eT.

Vamos a demostrar que f’ cumple con las propiedades de restriccién de capacidad, de simetria

oblicua, y de conservacién de flujo.

e Restriccién de capacidad: Para todo u,v € V', requerimos que f'(u,v) < ¢(u,v).

Dado que f’ se comporta igual que f en V x V, y que las capacidades de las aristas en
E’' — E es oo, se cumple que para todo u,v € V, f'(u,v) < c(u,v).

e Simetria oblicua: Para todo u,v € V', requerimos que f'(u,v)

_f/(va u)

De nuevo, dado que f’ se comporta igual que f en V x V', y que definimos f’ en el resto para

que especificamente se cumpliera que f’(u,v)
oblicua.

e Conservacién de flujo: Para todo u € V' — {s,

> f(u)

veV’

—f'(v,u), entonces se cumple la simetria

t}, requerimos que

=0.

Tenemos que (utilizando las igualdades del lema de arriba y la definicién de f’):
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24.

Z Zf/(uav) = ZZJC/(U?U)

ueV'—{s,t} veV’ ueV veV’
= Z Zf/(%U) + Z Z f/(u’v)
ueV veV u€V ve{s,t}
= D ) fwv)+ > flus)+ > flut)
ueV veV ueV ueV
= fVV)+ Y —f(s,u)+ > f(ut)
ueV ueV
= Z _f/(57 Si) + Z f/(ti7t)
$;i€S t; €T
= YD flsnv)+ Y D> flut)
veV ;€S veV t; €T
= D> —flsnv)+ Y. > flut)
s;€SveV veV t; €T
= —f(S.V)+ f(V.T)
= —|fl+|f]
= 0.
Y por lo tanto, f’ es un flujo en G’. Ahora, demostraremos que |f'| = |f|.
1f1 = f(sV)
> Fsv)
veV
= Z f/(sv Si)
s; €S
= Z Z f(si’ U)
s;ESvEV
= f(S,V)
= |fl-

Y por lo tanto, para todo flujo f en una red de flujo G de multiples origenes y destinos, existe
un flujo f’ equivalente en la red de flujo G’ que resulta de agregarle a G un super origen y un
superdestino.

El inverso es analogo.
Para la red de flujo G = (V,E) y el flujo que se muestra en la figura 27.1 (b) del Cormen,

encuentre un par de subconjuntos X, Y C V para los cuales f(X,Y) = —f(V — X,Y). Después
encuentre un par de subconjuntos X,Y C V para los cuales f(X,Y) # —f(V — X,Y).

R: La gréfica es
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25.

Tomamos X = {v1} y aY = {vg,vs,v4}, y calculamos sus flujos; primero de f(X,Y):

JEY) = 5 fey)

zeX yeY
= f(vi,v2) + f(v1,03) + f(v1,v4)
= 1412
= 11.

Y ahora de f(V — X,Y) (V — X = {s,v2,v3,v4,t}):

fV=XY) = > Y flay)
zeV-XyeY
= f(s,v2) + f(s,v3) + f(s,v4) + f(v2,v2) + f(v2,v3) + f(fo2,va)+
f(v3,v2) + f(vs,v3) + f(foz,va) + f(va,v2) + f(va,03) + f(foa,va)+
f(t,v2) + f(t,v3) + f(t, v4)
= 8404+0+0—-4+114+44+0—-7—-11+7+0+0—-15—-4
8—15—4
= —11.

Y por lo tanto, f(X,Y) =—f(V - X,Y).

Ahora, si tomamos X = {s,v1,vs,t} v Y = {vs,v4} tenemos que:

Yy = % fay)

zeX yeY
= f(s,v3) + f(s,04) + f(v1,v3) + f(v1,04)+
f(v2,v3) + f(v2,va) + f(t,v3) + f(t,04)
= 0+0+124+40—-4+11—-15—14
= 11.

Ahora V — X = {vs,v4} = Y, y una de nuestras reglas es que f(Y,Y) = 0; por lo tanto,
fXY)# f(V-XY).

En el ejemplo de la figura 27.6 del Cormen, jcudl es el minimo corte correspondiente al méximo
flujo mostrado? De los caminos aumentantes que aparecen en el ejemplo, jcuales dos cancelan
flujos que anteriormente se habian enviado?

R: La figura al final de correr el algoritmo quedaba:

El flujo de esta red es 23, que se aprecia viendo las aristas que inciden en s y las que salen de t.
Entonces un corte minimo S, 7T de la red debe tener una capacidad ¢(S,T) = 23 = |f].

Sea S = {s,v1,v9,v4} y T = {vs,t}. La capacidad ¢(S,T') del corte seria entonces:
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26.

(S, T) = Z Z c(u,v)

ueS veT
= c(s,v3) +c(s,t) + c(vi,v3) + c(v1,t)+
c(v2,v3) + c(va, t) + c(v4,v3) + c(v4, 1)
= 04+0+4+124+04+0+0+7+4+4
124+7+4
= 23.

Asi que (S,T) es un corte minimo de la red. Gréaficamente seria

En el paso (c) el flujo de vy a vy cancela siete unidades del flujo de once que en el paso (b) se
habian enviado de vy a vs.

En el paso (d) el flujo de vy a v3 cancela cuatro unidades del flujo de nueve que en el paso (a)
se habian enviado de vz a vs.

Corra el algoritmo de Ford-Fulkerson en la red de flujo de la figura 27.9 (b) del Cormen y muestre
la red residual después de cada aumento de flujo. Numere los vértices en L de arriba a abajo del
1 al 5, y en R de arriba a abajo del 6 al 9. Para cada iteracién, escoja el camino aumentante que
sea mas pequeno lexicograficamente.

R: La red es, numerando los vértices como se pide

Siguiendo las especificaciones del ejemplo, todas las aristas tienen capacidad uno e inicialmente
flujo cero. Vamos a empujar un flujo entero, entonces se van a agotar las aristas a la primera,
y en este caso en particular una arista se utiliza para enviar flujo sélo una vez. Por ello cuando
una arista vaya de izquierda a derecha, vamos a decir que tiene flujo cero y capacidad uno; y
cuando vaya de derecha a izquierda, vamos a decir que tiene flujo uno (menos uno de izquierda
a derecha) y capacidad uno.
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27.

En cada paso, marcamos el camino aumentante més pequeno lexicograficamente. Vamos a dejar
marcadas también las aristas que ya hayamos agotado, para que al final se vea bien las rutas
que el flujo puede tomar.

Una grafica bipartita G = (V, E), donde V = L U R es d-reqular si cada vértice v € V tiene
grado de exactamente d. Cada grafica bipartita d-regular tiene |L| = |R|. Pruebe que cada
grafica bipartita d-regular tiene un emparejamiento de cardinalidad |L| argumentando que un
corte minimo de la correspondiente red de flujo tiene capacidad |L]|.

R: Por el lema 26.10 del Cormen, si en una red de flujo obtenida a partir de una gréfica bipartita
tenemos un flujo f con valor |f|, entonces existe un emparejamiento en la grafica bipartita con
cardinalidad | f|.

Sea G' = (V', E’) la red de flujo que obtenemos a partir de la gréifica bipartita G. Obviamente,
un flujo de G’ no puede ser mayor a |L|, porque de s salen |L| aristas con capacidad 1, y en t
inciden |L| aristas con capacidad 1; asi que no hay forma de empujar méas de |L| de flujo desde
s o hacia t.

Sea S = {s} y T =V’ — S un corte de G'. La capacidad del corte (S,T) estd definido como
c(S,T), pero ¢(S,T) = c(s,T) (porque definimos S = {s}), y ¢(s,T) = ¢(s, L) (porque de s sélo
salen aristas a los vértices de L). Por definicién, tenemos que

c(s, L) = Zc(s,v).
veEL
Pero la capacidad de cada arista (s,v) con v € L es 1 (asi se construyen las redes de flujo a

partir de graficas bipartitas), por lo tanto
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Z c(s,v) =|L|.

vEL

Por el lema 26.6 del Cormen, existe un flujo f en G’ tal que |f| = ¢(S,T) = ¢(s, L) = |L|. Por el
lema 26.10 del Cormen, entonces existe un emparejamiento en G' de cardinalidad |L|.

Podemos concluir més cosas; como dijimos arriba, no puede haber un flujo de mas de |L| en G’,
por lo tanto f es un flujo méximo en G’. Y por el teorema del corte minimo-flujo méximo, (S,7")
es un corte minimo de G'.
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